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Errores en el modelo:

Si x1, x2, · · · , xk son datos independientes para los cuales
tenemos una f (x |a), la función de verosimilitud es:

L(x1, x2, · · · , xk) = f (x1, x2, · · · , xk , a) =
= f (x1|a)f (x2|a) · · · f (xk |a) =

=
∏k

i=1 f (xi |a)

La idea básica es elegir la aproximación para a para la
cual el valor de L sea tan grande como sea posible:

∂L
∂a

= 0
∂ lnL
∂a

= 0
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Errores en el modelo:

Una forma de estimar el error en el ajuste de los datos
con el modelo Y es calcular el siguiente estimador de
máxima verosimilitud que asume una distribución normal
para los errores:

χ2 =
N∑
i=1

(
yi − Y (xi ; a)

σi

)2

donde tenemos ν = N −M grados de libertad para M
parámetros del modelo, y se utilizan las funciones gamma
incompletas P(χ2|ν) y Q(χ2|ν) = 1− P(χ2|ν) para su
evaluación.
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Errores en el modelo:

Es posible utilizar métodos más robustos para el ajuste.

Con un estimador de tipo M la función de verosimilitud es
función de:

f (xi |a) = exp[−ρ(yi ;Y (xi , a))]

donde ρ(z) es función de z = [yi − Y (xi , a)]/σi .

Si definimos φ(z) = dρ(z)/dz , las ecuaciones de
condición para cada parámetro del modelo tienen la
forma:

∑
i

1

σi
φ(z)

∂Y (xi , a)

∂aj
= 0
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Errores en el modelo:

Para errores con distribución normal, tenemos que:

ρ(z) =
1

2
z2 φ(z) = z p(xi |a) ∼ exp

(
− [yi − Y (xi , a)]

2

2σ2
i

)
Si los errores se distribuyen según una doble exponencial:

ρ(z) = |z | φ(z) = sgn(z) p(xi |a) ∼ exp

(
−
∣∣∣∣yi − Y (xi , a)

σi

∣∣∣∣)
En el caso de una distribución de Lorentz:

ρ(z) = log

(
1 +

1

2
z2

)
φ(z) =

z

1 + 1
2z

2

p(xi |a) ∼
1

1 + 1
2

[
yi−Y (xi ,a)

σi

]2
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Errores en el modelo:
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Errores en el modelo:
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Errores en el modelo:
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Errores en el modelo:

Ejemplo: Supongamos que tenemos los siguientes valores
para una variable aleatoria x y su f (x) observada:

xx0=[8.42, 4.85, 2.55, 8.06, 4.81, 4.77, 7.93, 9.28, 2.47, 3.09,
0.14, 7.58, 0.42, 8.13, 2.99, 5.44, 7.72, 8.67, 3.8 , 9.22]

yy0=[131.77, 46.42, 33.21, 123.89, 41.21, 39.68, 118.11,
163.31, 11.41, 38.43, 1.24, 108.68, 20.21, 90.31, 13.99, 54.02,
113.63, 95.6 , 27.39, 115.48]

con errores:

er0=[2.59, 3.23, 2.10, 1.02, 1.24, 2.04, 0.72, 0.64, 0.68, 0.49,
0.34, 0.34, 0.18, 2.18, 1.89, 0.72, 1.16, 0.82, 1.31, 0.60]

y queremos ajustar un modelo Y = a ∗ x2 + b ∗ x + c .
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Errores en el modelo:
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Errores en el modelo:

las ecuaciones de condición para cada parámetro del modelo
tienen la forma:

∑
i

1

σi
φ(z)

∂Y (xi , a)

∂aj
= 0

siendo las derivadas del modelo Y = a ∗ x2 + b ∗ x + c :

∂Y

∂a
= x2 ∂Y

∂b
= x

∂Y

∂c
= 1

Usaremos dos distribuciones para los errores: una normal y
otra doble exponencial.
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Errores en el modelo:

las ecuaciones de condición para una distribución normal son:

∑
i

1

σi

(
yi − Y (xi)

σi

)
x2
i = 0

∑
i

1

σi

(
yi − Y (xi)

σi

)
xi = 0

∑
i

1

σi

(
yi − Y (xi)

σi

)
= 0

Si bien estas ecuaciones tienen solución anaĺıtica vamos a
utilizar un procedimiento numérico para facilitar el cálculo.
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Errores en el modelo:

Vamos a usar la función scipy.optimize.minimize() para
encontrar los parámetros, pero antes necesitamos una función
de mérito:

que devuelve un escalar como medida del ajuste para el vector
de parámetros p.
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Errores en el modelo:

Ahora con scipy.optimize.minimize() se minimiza la función de
mérito usando un método quasi-Newtoniano:
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Errores en el modelo:
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Errores en el modelo:

las ecuaciones de condición para una distribución doble
exponencial son:

∑
i

1

σi
sgn

[
yi − Y (xi)

σi

]
x2
i = 0

∑
i

1

σi
sgn

[
yi − Y (xi)

σi

]
xi = 0

∑
i

1

σi
sgn

[
yi − Y (xi)

σi

]
= 0

Estas ecuaciones tienen discontinuidades por lo que es
estrictamente necesario utilizar un procedimiento numérico.
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Errores en el modelo:

La función de mérito en este caso es:

que también devuelve un escalar como medida del ajuste para
el vector de parámetros p.
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Errores en el modelo:

Ahora con scipy.optimize.minimize() se minimiza la función de
mérito usando el método de Nelder-Mead o método Simplex:
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Errores en el modelo:
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Errores en los parámetros:

Una muestra tomada de una población dependerá del
modelo empleado para ajustar la distribución de
probabilidades con sus parámetros reales y errores al azar
cometidos en el proceso de adquisición:

D0 = Y (x, aver ) + e

donde D0 es la muestra, Y (x, aver ) es el modelo para la
distribución real de la población con parámetros aver , x
corresponde a la variable aleatoria y e son errores de
medición al azar.

Con la muestra D0 el investigador ajustará su modelo y
por alguno de los procedimientos posibles encontrará un
vector de parámetros a0.
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Errores en los parámetros:

Debido a la naturaleza de los errores e, la muestra D0 es
una de las infinitas muestras posibles, D1,D2, · · · , las
cuales resultan en un conjunto de parámetros diferentes,
a1, a2, · · · .
Los posibles vectores de párametros ai se distribuyen con
una cierta probabilidad en el espacio multidimensional de
todos los posibles vectores de parámetros a.

Más importante que como se distribuyen los vectores ai
es la distribución de la diferencia ai − aver , que es una
traslación de la distribución respecto de los valores reales
y nos permite conocer las incertezas en a0.
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Errores en los parámetros:
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Errores en los parámetros:
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Simulación Monte Carlo:

La manera de estimar las incertezas en a0 es mediante una
simulación Monte Carlo:

Se asume que a0 es el vector de parámetros verdadero,
aver .

Entonces, se puede simular la adquisición de muestras
sintéticas a partir de a0 y con el mismo número de
elementos:

Dsj = Y (x, a0) + e

Estas muestras sintéticas tienen exactamente la misma
relación estad́ıstica con a0 que las muestras Di tienen con
aver .

Si de Dsj se obtienen parámetros sintéticos asj , se puede
obtener la distribución de probabilidades de (asj − a0), que
tendrá las mismas propiedades que la distribución de
(ai − aver ).
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Simulación Monte Carlo:
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Simulación Monte Carlo:

Para simular la adquisición de parámetros sintéticos a partir de
a0 hay varios métodos:

1 A partir de la muestra original D0, se obtienen muestras
sintéticas del mismo número de elementos tomando
valores al azar con reposición de D0 de donde se calculan
los vectores as (bootstrap).

2 A partir de la muestra original D0 de N elementos de
donde se obtuvo a0 se crean N submuestras de N − 1
elementos eliminando un elemento cada vez. Para cada
muestra sintética se obtiene una estimación â y los
párametros sintéticos as = Na0 − (N − 1)â (jackknife).
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Intervalos de confianza:

Es común caracterizar los errores en los parámetros de un
modelo mediante regiones o intervalos de confianza en el
espacio multidimensional de parámetros a.

Una región de confianza es una región del espacio
multidimensional de parámetros que contiene un cierto
porcentaje de los valores experimentales. Valores t́ıpicos
para este porcentaje son 68,3 %, 95,5 % y 99,7 %
(relacionados con una distribución normal), o 90 %, 95 %
y 99 % (relacionados con criterios estad́ısticos).

La región de confianza de parámetros individuales en un
espacio multidimensional se denominan intervalo de
confianza proyectado.
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Intervalos de confianza:
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Intervalos de confianza:

Si el modelo se ajusta mediante χ2 hay un modo sencillo de
definir los elipsoides de la región de confianza.

para a0 tendremos el valor ḿınimo para χ2.

si se elije otro vector de parámetros ai el valor de χ2

aumentará.

la región en la cual χ2 aumenta menos que un cierto ∆χ2

define una región de confianza que encierra un cierto
porcentaje de los ai .

los valores de ∆χ2 se eligen de tal modo de abarcar uno
de los valores porcentuales t́ıpicos.
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Intervalos de confianza:

Ejemplo: Se adquiere una muestra de 10000 elementos y se la
ajusta a un modelo lineal Y (xi ; a, b) = a ∗ x + b:
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Intervalos de confianza:

Se obtienen muestras simuladas usando bootstrap y se
obtienen los parámetros del ajuste al modelo:
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Intervalos de confianza:

Ordeno el vector con los valores de (χ2 − χ2
0) y extraigo los

que están dentro del 68,3 % y 95,5 % de la muestra:
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Intervalos de confianza:
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Intervalos de confianza:

Si el ajuste del modelo se hace mediante SVD los errores
formales del ajuste vienen dados en las matrices que produce
la descomposición:

la descomposición en valores singulares de una matriz A
con dimensiones N ×M y N > M resulta en:

A = U ∗

 w1 · · · · · ·
...

. . .
...

· · · · · · wN

 ∗ VT

donde U tiene las mismas dimensiones que A, W y VT

son matrices cuadradas M ×M , siendo las columnas de
U y VT, y las filas de VT, ortonormales:

UT ∗U = VT ∗ V = V ∗ VT = 1
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Intervalos de confianza:

las columnas de V son un conjunto ortonormal de
vectores que son los ejes principales de los elipsoides de
δχ2 constante.

Si llamamos v1, v2, · · · a las columnas de V y δa es una
variación en los parámetros, tenemos que:

∆χ2 = w 2
1 (v1 ∗ δa)2 + · · ·+ w 2

M(vM ∗ δa)2

la longitud de los ejes de los elipsoides de δχ2 constante
son inversamente proporcional a los correspondientes
valores singulares w1,w2, · · · ,wM .
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Intervalos de confianza:
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Covarianza:

La varianza mide la variación de una sola variable aleatoria:

σ2
x =

1

n − 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2

mientras que la covarianza mide en que medida dos variables
aleatorias vaŕıan juntas:

Cov(x , y) =
1

n − 1

n∑
i=1

(xi − x̄) (yi − ȳ)

De las expresiones anteriores resulta que σ2
x = Cov(x , x).
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Covarianza:

Si un modelo tiene parámetros a1, a2, · · · , aM , la matriz de
covarianza C es una matriz cuadrada M ×M cuyos elementos
son:

Ci ,j = Cov(ai , aj)

Esta matriz es simétrica ya que Cov(ai , aj) = Cov(aj , ai) y en
su diagonal están las varianzas de cada parámetro Cov(ai , ai).

Si Cov(ai , aj) = Cov(aj , ai) = 0 se dice que los parámetros ai y
aj son independientes entre śı. Si Cov(ai , aj) = Cov(aj , ai) < 0
los parámetros ai y aj están anti correlacionados.
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Covarianza:

En el caso de descomposición en valores singulares los
elementos de la matriz de covarianza se obtienen operando
con la matriz V y los valores singulares w :

Cj ,k =
M∑
i=1

1

w 2
i

vjivki

En Numpy es sencillo calcular la matriz de covarianza
utilizando numpy.cov(). Si tenemos tres parámetros con cinco
mediciones para cada uno:
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Covarianza:

En Pandas también es sencillo:
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Actividades:

Práctica 9:

Para los dos ajustes realizados en el práctico anterior
calcule el intervalo de confianza proyectado y la varianza
de cada uno de los parámetros del modelo.

Entrega

Para la próxima clase

Por consultas: ricardo.gil-hutton@conicet.gov.ar
Grupo de Ciencias Planetarias - CUIM 2
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